


.

Introduction

e Différentes échelles
 Equations étudiées
e Principaux résultats

I) Limite semi-classique
e Formalisme cinétique
e Résultats en dimension 3

IT) Retour vers I'équilibre
e Taux de convergence
e Deuxapproches

[IT) Hypocoercivité
e Limite de diffusion fractionnaire
e Comportement asymptotique
e Stratégie



/

Introduction

Systéme de particules en interaction

. LA i€{1,.., N}
Vi =E(X,V)
e Exemples :
. Force de friction : E;(V) ~ — |V;|P V;

 Force d'interaction entre particules : E;(X) = —VW;(X) avec

N
W;(X) = ZK(Xi )
=

1

+ Interaction Coulombienne : K(x) = + il

Densités de particules
LP(m) ={p:R* > R, [ |p|’m < oo}



ifférentes échelles

Mécanique quantique Particules ponctuelles

Boltzmann Linéarisé

Kn -0

v

Euler, Navier-Stokes

Modeles macroscopiques



Equations macroscopigues

Equations pour la densité spatiale de particules p = p(t, x)
Orp = A*?p —V - (Ep)

e Fokker-Planck fractionnaire avec confinement
E(x) = —(x)Px

o Equation de Keller-Segel fractionnaire
E(x) =—[VK(x—y) p(y) dy = —VK * p

Laplacien fractionnaire

parzy = p(y) — p(x) G
fee

Equation stochastique d'ordre 1
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Théorie cinétique

Equation pour la distribution de particules dans l'espace des phases

f=ftxv)
Of +v -V f —VW -V, f = Lf

¢ Equation de Vlasov (avec la densité spatiale p(x) = [ fdv)
W=[Kx-y)p(»)dy=K=xp
o Equation de Fokker-Planck (ou sa version fractionnaire)
Lepf =y - (FV,(FFTY) = Apf =V, - (EW)S)
e Equation de Boltzmann linéaire

Lpf = [ b(v,v") (f'F — fF)) dv' = B(f) — C (v)’f



Mécanique quantique

Fonction d'onde 1 € L?(R%)

o) = weor
p(w) = [p()|°

Plus généralement, p opérateur compact sur L

p = Xl
JEN
e On définit alors la densité spatiale par p(x) =, |4;|?

Equation de Hartree
ih atp = [H' p]

Ip|?

e Moment p = —ihV et Hamiltonien H = ek liavec e Kap
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Principaux resultats

Du quantique vers le cinétique

» Limite semi-classique quantitative de I'’équation de Hartree vers 'équation de
Vlasov en terme de pseudo-distances de Wasserstein semi-classique

* Propagation de moments et estimées dispersives semi-classiques

Comportement en temps long

e Taux de retour vers I'équilibre pour I'équation d’advection-diffusion
fractionnaire

e Taux d’étalement pour les équations de Fokker-Planck, Fokker-Planck

fractionnaire et Boltzmann Linéaire (avec E. Bouin, J. Dolbeault, C. Schmeiser,
C. Mouhot)

Equation de Keller-Segel (avec S. Salem)

e Unicité par stabilité dans les distances de Wasserstein
* Effondement en temps fini ou existence globale
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Formalisme cinétique

Version semi-classique des normes de Lebesgue L%,

a 1
lpll» == h P Tr(p?)P

e Vérifient des inégalités d’interpolation cinétique (généralisation de
I'inégalité de Lieb-Thirring)
lolle < C llpllZr Tr(IpI*"p)*~*

Pseudo distances de Wasserstein semi-classiques

e Couplage semi-classique y € C(f,p) € P (RZd»? )
- Tr(y(2) = f(2)
. fde y(z)dz=p

s Wor(f.p) = min [ Tr((x = yI? + [v = pI) ¥(2)) dz

Liens avec les distances de Wasserstein classiques (Golse & Paul '17)
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Résultats en dimension 3

Théoréme (LL’18)

: 1 1 : :
Soit K(x) = + Tz aveca € (— — 1] et f; et p; les solutions respectives des

équations de Vlasov et Hartree de conditions initiales vérifiant
A+ v f, € L'nL”
(1+IpI™) po € L N L

Alors il existe T > 0 tel que

p € L3([0,T], L)

Et les solutions sont proches au sens suivant

Won (fe, pr) < Wz,h(fo»Po)Cl(t) e2® + C+vVh

Schéma de la preuve

» Propagation de normes de Lebesgue a poids = régularité de E (Cas Classique
Lions & Perthame 91)

e Régularité de E = stabilité pour les distances de Wasserstein (Cas VK Lipschitz
Golse & Paul '17)






Taux de convergence
Théoréme (LL’18)

[l existe k > 0 et pg > 0 tel que pour tout p € [1,p5), si f; == f(t,x) une
solution de I'équation de Fokker-Planck fractionnaire avec confinement de
condition initiale fy € LP({x)* dx), alors
e siff =0,
_ P
”ft Flle(<x)k dx) < e

* sif € (—a,0),alors pour tout k, € (0, k)
k—ko

p R p
“ft v F”Lp((x>k0 dx) = (t) IB] ”fO B F”Lp((x)k dx)

— p
: ”fO - Flle(<x)k dx)

Cas classique

 voir par exemple Mischler & Mouhot '16, Kavian & Mischler 15
Casf =0

. ,\/105ir par exemple Biler & Karch '03, Gentil & Imbert 08, F.-Y. Wang '14, Tristani
Difficulté

e on ne connait pas la régularité des solutions et de |'état stationnaire



Deux approches

Effet du confinement: condition de Lyapunov
o L'((x)*) < b —a(x)ktF

Inégalité de Poincaré: Nécessite de connaitre des bornes sur F

Positivite:
{|x|>R}
| |d+a

2
A2 = N2 L Af—Cf
e Formule de DuhamelavecB:=L— A
SEL PR R

e Isolement des grands sauts: on pose Af = * f et

e Résultat

oAt
L
e’ f o <x>d+a+,8+e J f
¢ Puis approche duale (Harris, Meyn & Tweedle Hairer & Mattingly ...)






Limite de diffusion fractionnaire

Equilibre thermodynamique local F(v) = (v)~(@*7)
o= LB ; ﬁ s
e L=Lpp: p=-2
s b=lpp, D=y -a

Changement d’échelle
Eg ey

<
=

° avec a = siy+f<2eta=2siy+f>2

1—

N

Limite diffusive
0p = K AY?p

L =LgDegondetal.’00 (a = 2), Melletetal.’11
e L = Lgp Lebeau & Puel '17 (d = 1), Fournier & Tardif '18
e L = Lgp4 Aceves-Sanchez & Cesbron ’18 (f = 0)
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 Limite de diffusion fractionnaire

a=1
a =2
Limite de diffusion classique
'/' ,," ) a = 0+

Y-8 .
o4O =—,

1-B."
Limite de diffusion fractionnaire
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Comportement asymptotique

Théoréme (Bouin, Dolbeault, LL, Mouhot, Schmeiser ’19)
Soit f une solution de

0if +v-Vif =Lf
avec L = Lg, L = Lgp ou L = Lgp 4. Alors sous certaines conditions sur L

« Sipe(0,y)
d
”ft”iz(dxdu) = ”f()”il(dxdv)an(dxdu) (t) «
s S E(=10)
S
—m1n<a,m)

2 2
”ft”LZ(dde) S ”fOHLl(dxdv) ﬂLZ((v>kdde) (t)

Le cas de I'équation de la chaleur fractionnaire

d
d+a
L2
e Taux de décroissance algébrique || ptlliz <C| po”iln 2 () e

 Inégalité de Nash fractionnaire ||p||,2 < C || pII‘Li? ||V“/ 2 p|
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/Strategie

Estimées mode par mode

o Transformée de Fourier par rapport a la variable x : f = f(&,v)
¢ ,f+Tf=Lf avecT=iv-&
e Entropie pour chaque mode ¢ définie pour § € (0,1) par

A2 A
Hf(f) = ||f||L2(dy,) +0 <A€f'f>L2(dy,)
e Entropie globale

HP) = | He(P) 48

Cas classique (Dolbeault et al. ’15, Bouin et al. 17)
A=1+|TO?A)Y(TM*
o avecIlf = F(v) [oqf dv



Entropie fractionnaire

Nouvel operateur A

As = (TID" g
¢ avec
(v)=°

1 (p)2lllep2
Y&, v) = oo/lleollzian

Pp (Ei U) :

Mélange entre I'entropie classique qui peut s'écrire
o As = (TID" ¢

Et le symbole qui apparait dans la preuve de la limite de diffusion
fractionnaire par Mellet et al. '11

e [a(& v) F(v) dv avec

B e wmat R
c a0 = ey




ldée de la preuve

Propagation de normes de Lebesgue a poids: et borné dans L2({v)*du)

2 ”F _1etL”Ll(F(v)kdv)ALl(F(v)kdv) =1

x ||F_1etL||L°°(dv)—>L°°(dv) =1

On estime la dérivée de I'entropie
dH; o S - ;
= —(—Lf,f) — 6 (A:TIf, I1f) — 8 (A TIIf, (1 — IDf)
+6 (A:(1—IDf, L—T)(A - IDf) + 6 (A:(L - T)(1 — IDf, f)

e Inégalité de Poincaré a poids + termes micro-macro bornés

dHf 112 |€|a
e SR PR KT

e Inégalité de Nash et interpolation entre espaces a poids

1
H (@) s -8§H@®)'
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Merci pour votre attention !



